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3.16 EJERCICIOS. 
1. Si f es una función real diferenciable en todo R cualquiera y C es 
la elipse 
x i + y i = i 
a 2 b 2 
recorrida en sentido antihorario, aplicar el Teorema de Green para 
calcular la integral de linea 
y f(xy) dx + xf(xy) dy 
2 Hallar la masa de una lámina cuadrada de lado 10 cms, si la 
densidad del material en un punto (x, y) es proporcional al cuadrado de 
la distancia del punto (x, y) a la intersección de las diagonales y en las 
esquinas del cuadrado la densidad es 100 
3. Sea 
F(x .y )= f 1 (x ,y ) í+ f 2 ( x , y ) í 
é 
un campo vectorial definido en todo el plano-xy excepto en los puntos 
(-3, 0) y (3, 0). 
Sean 
C1 la circunferencia (x + 3) 2 + y 2 = 1 recorrida en sentido horario; 
C2 la circunferencia (x - 3) 2 + y 2 = 1 recorrida en sentido horario; 
C3 la circunferencia (x + 3 ) 2 + y 2 = 4 recorrida en sentido 
antihorario; 
C4 la circunferencia (x - 3) 2 + y 2 = 4 recorrida en sentido 
antihorario; 
C5 la circunferencia (y + 3) 2 + x 2 = 1 recorrida en sentido 
antihorario; 
C6 la circunferencia (y - 3) 2 + x 2 = 1 recorrida en sentido horario; 
C7 la circunferencia x 2 + y 2 = 25 recorrida en sentido horario. 
Si 
calcular 
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4. Sea S el conjunto de todos los puntos de R2que están en el 
rectángulo K = [ -1/2, 2] x [ -1, 1] y no están en la reunión de los interiores 
de la familia infinita de círculos: 
C o con centro en A0 = (1,0) y radio r0=1/4, 
C 1 con centro en A1 = (1/2,0) y radio r1 = 1/8, 
C 2 con centro en A2 = (1/4, 0) y radio r2= 1/16, 
C _ con centro en An = (1/2n, 0) y radio rn= 1/2n+2' 
INTEGRALES MULTIPLES - EJERCICIOS 
(a) ¿ Es S un conjunto acotado de R2 ? 
(b) ¿ Es S un conjunto cerrado de R2 ? 
(c) ¿ Es S una región del tipo III ? 
(d) ¿ Se puede partir S en un número finito de regiones de tipo I o de 
tipo II ? 
5. a.)Utilice integral doble para calcular el área de la región sombreada 
de la figura 3.22 . Todos los arcos son arcos de circunferencia. 
b.) Compruebe los resultados de la parte (a) por métodos geométricos. 
6. Utilice integral doble para calcular el área de la región sombreada 
en la figura 3.23. Todos los arcos son arcos de circunferencia. 
7. Localizar el centroide de la lámina circular K de radio R, a la cual 
se le ha hecho un agujero circular de radio R/2 como se muestra en la 
figura 3.24 
8. Encontrar el centroide del sólido S constituido por una esfera de 
radio R a la cual se le ha hecho una cavidad esférica de radio R/2 como 
se muestra en la figura 3.24 
9. Calcular el área de la región R del primer cuadrante limitada por las 
curvas cuyas ecuaciones en coordenadas polares son: r=1; r=2; r=29; 
r=46. 
10. Sea S el sólido limitado por el cilindro x2+y2=1 y los planos z=0; 
z=1. Calcule 
j'(|(3x+1 )dv 
S 
FIGURA 3.23 
FIGURA 3.24 
Para los problemas 7y 8 
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11. Sea R la región del primer cuadrante limitada por las circunfe-
rencias x2+y2=1 y x2+y2=4. Calcule 
JJydA 
R 
12. Sea R la región limitada por las gráficas x=0; x=y; y=n/2; y=n. 
Calcule la integral 
i i m * * 
R 
13. Sea R la región circular limitada por la curva x2+y2=a2. Utilice 
un adecuado cambio de variables para calcular 
||x3dA 
R 
14. Sea K el sólido limitado por los planos x=0; y=0; y=4; z=4-x; 
z=0. Calcule 
(J|(yz+2)dv 
K 
15. Sea R la lámina homogénea rectangular con vértices (0,0), 
(7,-1), (8,6) y (1,7). 
a. Utilice integral doble y un adecuado cambio de variables para 
calcular en centroide de R. 
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b. ¿Puede confirmar los cálculos hechos en (a) por algún método 
geométrico?. Explique. 
16. La masa de un sólido S viene dada por la integral triple: 
a. Reescriba la integral en el orden: dx dz dy. 
b. reescriba la integral haciendo cambio de variable a coordena-
das cilindricas. 
c. calcule la masa del sólido. 
17. Sea S el sólido homogéneo del prime octante limitado por los 
planos x=0; z=0; y=x, dentro de la esfera x2+y2+z2=9 y debajo del 
cono z=Vx2+y2. Utilice integral triple y cambio de variables a coor-
denadas geográficas para indicar como se calcula el momento de 
inercia con respecto al eje z del sólido S. 
18. Con un adecuado cambio de variables calcular laintegral doble 
M(s)= 
R 
donde R es la región limitada por las curvas y=x; y=4x; x+y=5; 
x+y=15 
19. Con un adecuado cambio de variables calcular laintegral doble 
R 
donde R es la región limitada por las curvas y=x; y=4x; xy=1; xy=2 
4. INTEGRALES DE SUPERFICIE 
En el Capítulo 1 anunciamos que si tomamos como dominio de una 
función real f, a una superficie i de R3 no necesariamente plana, 
podemos ampliar el concepto de integral definida al concepto de 
integral de superficie y que si además 
f (X) = 1 para todo X de T , 
la integral de superficie de f sobre T es igual al área de T. 
En este Capítulo formalizaremos esos anuncios del Capítulo 1 y 
demostraremos ese resultado relativo al área de una superficie. 
Al igual que para poder trabajar eficientemente el concepto de 
integral línea, debimos antes parametrizar las curvas, para trabajar 
eficientemente el concepto de integral de superficie debemos antes 
parametrizar las superficies. 
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4.1. PARAMETRIZACION DE SUPERFICIES 
En el Capítulo 0, llamamos parametrización de una curva CdeR2(o 
de R3) a una función ot de fíen R 2 (o en R3) cuya imagen es la curva 
C. 
Es entonces muy natural que ahora llamemos parametrización de 
una superficie r a una función Í3 de R 2 en R 3 cuya imagen es la superficie 
x. 
A continuación mostraremos algunas superficies y sus 
parametrizaciones más convenientes. 
Si la superficie T es la gráfica de un campo escalar f de R2 en R 
definido explícitamente por la expresión 
Z = VX2 + Y 2 para(X, Y)en R 2 . 
una parametrización de t es 
B(u, v) = (X(u, v), Y(u, v), Z(u, v)), donde 
Llamemos parametrización de una superficie T auna X ( u , V) = U; Y (U, V) = V; Z (U, V) = f ( u , V) 
función 3 de R2 en R 3 cuya imagen es la superficie r. 
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para (u, v) recorriendo el dominio de f 
Esto significa que siempre que la definición de la superficie r se de 
en la forma explícita 
Y por ser la más evidente se llama Parametrización Trivial 
Sin embargo, en algunos casos conviene otra parametrización más 
sencilla, principalmente cuando deseamos calcular una integral de 
superficie. Uno de esos casos es el siguiente: 
Parametrizar la superficie T definida por 
La superficie T es la hoja superior de un cono circular recto con eje 
de simetría el eje z. Para este caso la parametrización evidente es: 
z = f(x, y), para (x, y) en Q, 
una parametrización evidente es: 
fí (u, v) = (u, v, f (u, v)) para (u, v) en Q. 
z = V X 2 + Y 2 para(X, Y)en R 2 
P(u, v) = (u, v, Yu2 + v 2 ) para (u, v) en R 2 . Siempre que la definición de la superficie r se de en 
la forma explícita 
Otra parametrización, probablemente más fácil de manejar, del cono z = f(x, y), para (x, y)enQ, 
T es: 
una parametrización evidente es: 
a(u , v) = (u eos v, u sen v, u), 13 (u, v) = (u, v, f(u, v)) para (u, v) en Q. 
para (u,v)en [0, °°)x [0,2n], | a cual obtenemos haciendo Y por serla más evidente se llama Parametrización 
Trivial. 
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X = u eos V 
Y = u sen v 
Z = VÜ2 = u 
con uy v las coordenadas polares en el plano y u mayor o igual a cero. 
Si expresamos la ecuación del cono t en coordenadas esféricas, 
obtenemos de 
X = p c o s O sen$ ; 
Y = p s e n O s e n $ ; 
Z = p c o s O , 
y z = Yx 2 + Y 2 
que 4> = n / 4 ; Gen[0,2n] y pen [0 , ° ° ) . 
Con lo cual podemos dar otra parametrización del cono T con la 
expresión 
r(p, e ) = ( ^ p c o s O , ^ p s e n e > J ^ p ) 
= £ p ( c o s e, sen 8, 1) 
para (P. e n x (°> 2n]- La parametrización r es muy similar 
a a 
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Otra superficie sobre la cual se querrían calcular muchas integrales 
de superficie es la superficie T definida implícitamente por la ecuación 
X 2 + Y 2 + Z 2 = A 2 , p a r a A > 0 , 
conocida como Superficie Esférica o simplemente Esfera. 
Dos parametrizaciones muy convenientes de esta superficie esférica 
x son: 
<x (©, 4>) = (A eos© sen$ , Asen©sen4>, A cos<[>) 
para (6, ^ ) e n [0, 2n] x [0, n]. 
r (6, = (A cos9 cos4>, Asen©cos<J>, Asen3>) 
para (©, • ) e n [ 0 , 2n]x EL n 
L 2 ' 2i 
a se obtiene llevando la ecuación de la superficie esférica a 
coordenadas esféricas y r se obtiene llevando la superficie esférica a 
coordenadas geográficas. 
Tanto en las coordenadas esféricas como en las coordenadas 
geográficas los puntos de la superficie esférica T, tienen coordenada 
p=A 
Lo mismo que entre curvas de R2 y R3 distinguimos a las curvas 
suaves o lisas, también distinguiremos entre las superficies a las 
superficies suaves o lisas. Con este propósito tendremos antes que 
explorar otros conceptos. 
Dos parametrizaciones muy convenientes de esta 
superficie esférica T son: 
d ( 0 , 4>) = ( A c o s 6 aen4>, A s e n 8 sen<t>, A cos<t>) 
para (©, • ) en [0, 2n]x [0. n]. 
r (0, •) - (ACOSOCO8<|>, AsenO cos<J>, A sen<t>) 
para (©, en [0,2n]x n n 
2 ' " 2J 
<x se obtiene llevando la ecuación de la superficie 
esférica a coordenadas esféricas y r se obtiene llevando 
la superficie esférica a coordenadas geográficas 
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Sea T una superficie con parametrización 13, definida en una región 
Q del plano por 
6 (u, v) = (X(u, v), Y(u,v), Z(u, v)) 
Si hacemos u = u0 (una constante), entonces 
Í3 (u0, v) = (X(u0, v), Y(u0,v), Z(u0, v)) 
es una curva C t de x y si existe 
t % 0 , Vd) dV 
tendremos que 
Tv(u0. v0) = v0) 
dV 
idx, . dY, . az, 
= l á ^ U o ' V o ) ' a7 ( U o , V o ) • a^ U o , V d ) J 
es un vector tangente a esa curva C t en el punto G (uo. Vo) para v0 
una constante. 
Si hacemos v = v0, entonces 
8(u,Vo) = (X(u,Vo),Y(u,Vo),Z(u,Vo)) 
es una curva C2de T y si existe 
ara, 
^ u o . v o ) 
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tendremos que 
Tu(u0. v0) = $ u 0 , v0) 
es un vector tangente a la curva C2 en el punto 6 (u0, va) 
Si Tu(uo. v0) y Tv(u0, v0) no son colineales, determinan el plano 
tangente a la superficie i en el punto & (uo- Vd) cuyo vector normal es 
Tu(u0l V0) x Tv(u0, v0) 
producto vectorial que en adelante llamaremos Producto Vectorial 
Fundamental. 
Si Tu(uo, vo) x Tv(uo, Vo) * 0 decimos que la superficie r es suave 
en ("o, v0). 
Por ejemplo la superficie T, con parametrización 
6 (u, v) = (u eos v, u sen v, u) 
con (u, v) en [0,») x [0,2n] 
no es suave en (0,0) porque 
T„(0,0) = (1,0,1); Tv(0,0) = (0,0,0); 
Tu(0,0)xTv(0,0) = 0 
Si T u (Uo, Vo) y Tv(u0, Vo) no son 
colineales, determinan el plano tangente a la superficie 
t en el punto ^ ( u 0 . Vol) CUy0 vector normal es 
T U (U 0 , V 0 ) x Tv(u0, Vo) 
producto vectorial que en adelante llamaremos 
Producto Vectorial Fundamental. 
Si Tu(u0, Vo) x Tv(u0. Vo) * 0 d e c i m o s 
que la superficie T es suave en (U0 , V0). 
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4.2. AREA DE UNA SUPERFICIE 
El área del paralelogramo determinado por los 
vectoresXy Yes 
A = 11 Xx YII. 
Llamaremos Au a uk- uk.1 y Av a v,- v M . 
De nuestros cursos de Algebra Vectorial recordemos que el área del 
paralelogramo determinado por los vectores X y Y es 
A = // XxYII. 
Sea T una superficie suave con parametrización a definida en una 
región Q de R2. Supongamos inicialmente que Q es un rectángulo de 
la forma 
[a, b]x[c, d) 
Sea P1=¡{u0=a, uv u2,..., un = b} una partición de [a, b] que 
determina sub-intervalos iguales de la forma [uk.tluk] para k=1,2,...,n. 
Sea P2={v0 = c, v1t v2,..., vm = b} una partición de [c, d] que 
determina sub-intervalos iguales de la forma [vM,v¡l para i=1,2,...,m. P=P1xP2 es una partición del rectángulo Q que determina sub-rec-
tángulos iguales Qk,de la forma [uk.1,uk]x[v¡.1,vjl. 
Llamaremos Au a uk- uk.1 y Av a v¡- Vj. r 
Cada sub-rectángulo Qk j determina por la parametrización a una 
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sección (o pedazo) tk i de la superficie t, delimitada por las curvas 
a(uk.1tv), a(uk,v), a(u,vM) y a(u,v¡) que notaremos con Ck.1( Ck, C M , 
C¡, respectivamente. Los vectores T ^ u ^ o ^ ) y T ^ u ^ v ^ , son 
tangentes a las curvas Ck_., y C M , respectivamente, en el punto ¿(ii^.Vj. 
,) y además el área Akide la sección Qkj es aproximadamente igual a 
(m y n son muy grandes) 
Cuando k e i tienden a infinito, Av y Av tiende a cero, la suma anterior 
tiende a (si tiene límite) 
IIAu(Tu(uk_1,vM)) x Av(TV(uk.1,vi.1))ll. 
Entonces el área A de t es aproximadamente igual a 
n m 
£ £ HTu(Uk-i.v¡-i)x Tv(Uk-i,Vi-i)IIAvAu 
k=1 ¡=1 
lo cual lo podemos escribir así: 
, v) Il dv du 
I ITu(u,v)xTv(u,v) Il du dv 
Q 
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FIGURA 4.1 
Ilustración para el cálculo del área de la superficie 
utilizando el Producto Vectorial Fundamental. 
j 
Q 
f II Tu(u, v) x T v (u , v) II du dv 
A(D=j j V 
Q 
fiBr-K3r*(£3r--' 
1&4 
y se hace igual al área A de T, es decir 
La figura 4.1 ilustra la forma como la partición de Q determina 
secciones en t y como el producto vectorial fundamental determina una 
aproximación de las áreas de esas secciones. 
Como 
Tu(u, v)xTv (u,v) = 
i J k 
ax dY az 
au du au 
ax aY az 
av av av 
aYdz ¿Y az azax azax axaY axaY i 
au av av au ' au av av au ' au av av auj 
(lo cual se acostumbra a escribir:) 
_/a(Y,z) a(z,x) a(x,Y)| 
la(u,v) • a(u,v)' aíu.v), 
A(T) =//Vt w z n 2 + ( M 2 + Í M 2 d u d v d(u,v)/ ia(u,v) 
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Si x se define por Z = f (x, y) y B (u, v) es la Parametrización Trivial, 
La fórmula que hemos obtenido para el área de t , la dedujimos con 
el supuesto de que Q es un rectángulo, pero también es válida si Q no 
es un rectángulo, sino una región cerrada y acotada del plano-uv, por 
cuanto que tratándose de una región tal la podremos inscribir en un 
rectángulo y repetir el proceso que hicimos en integrales dobles para 
regiones más generales. (Ver Capítulo 3, Sección 3.4). 
Como ejemplo, calculemos el área de la parte de la superficie t 
definida por 
Q 
Y si f (x, y) = K (una constante), entonces 
Q 
z = x2 + y2 
que está por debajo del plano z = 2. 
Una parametrización a d e i es: 
Si T sedefineporZ = F(x,y)y 8(u, v)esla 
Parametrización Trivial, 
7 
A ( T ) = dXdY 
o(u, v) = (u eos v, u sen v, u2), 
Q 
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con (u,v) en 
Q = [0,V2]x[0,2n], es decir, 
x = u eos v; y = u sen v; z = u 2 
Tu(u, v) = (eos v, sen v, 2u), 
Tv(u, v) = ( - u sen v, u eos v, 0), y 
II Tu(u, v)x Tv(u, v) II = u Y4 u 2 +1 
Y entonces 
A(t) 
V4 u 2 + 1 dudv 
,2n 
= Jo LJo ' 
[ Í 2 
JO 
u Y4 u 2 + 1 du 
V4 u 2 + 1 du 
V2 
r Jo 
dv 
dv 
= 2n 
n¿ 
u Jo 
Y4 u 2 +1 du 
13 n 
3 
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El cálculo del área de una superficie no necesariamente plana resulta 
entonces como aplicación de la integral doble, por cuanto que al final lo 
que se calcula es una integral doble, pero también nos llevará al 
concepto de integral de superficie y como lo veremos más adelante, el 
cálculo de esa área es también una integral de superficie. 
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4.3. INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UN CAMPO 
ESCALAR 
En el Capítulo 0 vimos que si C es una curva con parametrización a 
definida en el intervalo [t„, t j , entonces la longitud L de la curva C está 
dada por 
- í 
t i 
l l€X'(t)lldt 
to 
Y de acuerdo con la definición de integral de línea de un campo 
escalar dada en la Sección 2.5, esa longitud L de la curva C la podemos 
expresar, así: 
i 1 d a i ds 
Entre las aplicaciones de la integral doble dadas en el Capítulo 3, 
señalamos que el área de una región Q cerrada y acotada del plano es: 
A < Q H dxdy 
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También señalamos en el Capítulo 3 entre las aplicaciones de la 
integral triple, que el volumen de un sólido S cerrado y acotado del espacio 
es: 
v < s > = / / / dxdydz 
S 
En la Sección anterior (4.2) de este Capítulo acabamos de encontrar 
que si T es una superficie con parametrización a definida en una 
región Q cerrada y acotada del plano, entonces el área de T es: 
A ( T ) = f f I I T u ( u , v)xTv (u, v) l ldudv 
Y si notamos con dS a la expresión 
I ITu(u,v)xTv(u,v) l l d u d v 
entonces el área A(T) la podemos escribir así: 
A(T) •II ds 
Este resultado obtenido para A(T) y las fórmulas que acabamos de 
enumerar para la longitud L de una curva C, el área A(Q) de una región 
del plano y el volumen V(S) de un sólido en el espacio, sugieren otro 
Si T es una superficie con parametrización o definida 
en una región Q cerrada y acotada del plano, entonces 
el área de íes : 
•II I IT u (u , v )xT v (u ,v ) l l d u d v 
Y si notamos con dS a la expresión 
I ITu(u,v)xTv(u,v) l ldudv 
entonces el área A(T) la podemos escribir asf: 
A(*C) = 
ds 
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concepto de integral definida para el cual el dominio de la función sea 
una superficie T (no necesariamente plana) y que aplicado a la función 
constante 1 nos entregue el área A(X) de la superficie. 
Resulta entonces natural que pensemos en otro concepto de integral 
definida que podemos llamar integral de superficie por cuanto que a 
las funciones que se lo hemos de aplicar han de tener como dominio una 
superficie, nuevo concepto de integral definida que podemos definir así: 
Sea t una superficie con parametrización a, diferenciable y . 
definida en una región Q del plano-uvysea f un campo escalar 
definido y acotado sobre r. La integral de superficie de f sobre r 
, la definiremos por la ecuación 
fds = f (a (u, v )) II T u (u, v ) x T v (u, v ) II dud v 
Sea runa superficie con parametrización a, 
diferenciable y definida en una región O del pla-
no-uvysea f un campo escalar definido y acotado 
sobre T. La integral de superficie de f sobre r, 
la definiremos por la ecuación 
tds =J j '(a (u. v))HT „(u, v )xT „(u, v)Udud v 
O 
y la simbolizaremos con 
f f fds f f f (x, y, z) ds f f f ds 
a(Q) O T O 
Un procedimiento análogo al utilizado en la Sección 4.2 para deducir 
la fórmula del área A(T) de una superficie, puede explicar la definición 
de integral de superficie de un campo escalar. 
Con el propósito de desarrollar un ejemplo útil, y continuando con 
nuestra tendencia de generalizar algunos resultados anteriores, pode-
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mos mostrar una primera aplicación de la integral de superficie de un 
campo escalar. 
Si y - 2 ) es la densidad de un punto (x, y, z) de una su-
perficie t , entonces la masa de la superficie t es: 
" « • * = / / ®(x, y, z)ds 
T 
Por ejemplo, si en la superficie t , dada por 
X 2 + Y 2 + Z 2 = a 2 
la densidad de un punto (x, y, z) es igual a la distancia al plano-xy, 
entonces la masa de T es: 
" « • / / I Z I d s 
T 
Para poder calcular esa integral, parametricemos la superficie T: Para 
uen[0,2n] y ven[0,n], 
o(u, v) = (a eos usen v, a sen u sen v,a cosv) 
Tu(u, v) = (- a sen u sen v, a eos u sen v, 0) 
Tv(u, v) = (a eos u eos v, a sen u sen v, - a sen v) 
Si y > 2 ) es la densidad de un punto 
(x, y, z) de una superficie i , entonces la masa de 
la superficie T es: 
M < - " = / j 6(x, y, z)ds 
T 
191 
Tu(u, v) X Tv(u, v) = 
= ( - a 2 cos u sen 2 v, - a 2 sen u sen 2 v,- a 2 sen v cos v) 
IITu(u, v) X Tv(u, v) II = a 2 sen v. 
J I a cos v I a 2 sen v du dv 
Q 
donde Q = [0,2h] x [0,n]. Así que 
,31 
M(T) i f Jo Uo 
f a 3 l 
Jo 
a 3I cos v I sen v dv du 
cos v I sen v dv f Jo du 
= 2n a 3 f Jo cos v I sen v dv 
n f 
Jo i = 2 n a 3 i r cosv s e n v d v - | cosv senvdv ' 2 
= 2 n a 3 
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4.4. INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UN CAMPO 
VECTORIAL 
En la Sección 2.1 motivamos el concepto de Integral de línea de un 
campo vectorial con el concepto de trabajo. Ahora motivaremos el 
concepto de integral de superficie de un campo vectorial con el 
concepto de flujo de un fluido a través de una superficie. 
Asociando un fluido con un conjunto de puntos o partículas 
(x,y,z) del espacio, cada uno con velocidad V(x, y, z), considerada 
estáticamente, es decir, que no depende del tiempo sino únicamente 
de la posición, V se constituye en un campo vectorial que llama-
remos Velocidad de Flujo del Fluido. 
Si notamos con ó(x, y, z) a la densidad del fluido en el punto (x, y,z), 
es decir, masa por unidad de volumen, el producto 
fi(x,y,z)V(x,y,z) 
es un campo vectorial, que notaremos con F(x,y,z), es decir 
F (x,y,z)=6(x,y,z)V (x, y, z ) 
que representa la masa del fluido por unidad de área por unidad de 
tiempo que pasa por el punto (x, y, z) en la dirección de V, puesto que 
F y V tienen la misma dirección y sentido y las unidades de la norma de 
Fson: 
Asociando un Huido con un conjunto de puntos 
o partículas (x, y, z) del espacio, cada uno con 
velocidad V(K y, X), considerada estáticamente, 
es decir, que no depende del tiempo sino única-
mente de la posición, V se constituye en un 
campo vectorial que llamaremos Velocidad de 
Flujo del Fluido, 
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Masa Distancia _ 
Unidad de Volumen Unidad de Tiempo 
Masa 
Unidad de Area • Unidad de Tiempo 
por lo cual a Fio llamaremos Densidad de Flujo del Fluido. 
Si t es una superficie con parametrización a (u, v) definida en una 
región Q del plano. Si rf es un vector unitario normal a la superficie x 
en el punto (x, y, z), entonces el producto escalar 
F - n 
es la componente escalar del vector densidad de flujo en la dirección 
del vector n y la masa del fluido que pasa a través de la superficie r por 
unidad de tiempo en la dirección del vector n es la integral de superficie 
(de campo escalar). 
f j F - r f d s 
T 
la cual es igual a 
F(a(u,v))«iTllTuxTv l ldudv 
Q 
F(x,y,z)=6(x1y,z) V(x,y,z) Lo llamaremos Den-
sidad de Flujo del Fluido 
La masa del fluido que pasa a través de la superficie 
r por unidad de tiempo en la dirección del vector n es 
la integral de superficie (de campo escalar). 
ds 
la cual es igual a 
íí F(o(u.v)>• if I I T u x T v l l d u d v 
1 CU 
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El producto vectorial fundamental Tu x Tv es un vector normal a la 
superficie T en el punto a(u, v), así que el vector rf es uno de los si-
guientes dos vectores: 
Tu x Ty z Tg x Ty 
HTyXTv II " l lTuxTv II 
Si 
ff= TyXTy 
II Tu x Tv II 
(vector unitario en dirección del producto vectorial fundamental), 
entonces 
I I F . R d - / / F ( « X " . v ) ) - F I ¡ j f ^ i í I I T u x T v l , d u d v 
i Q 
II F(o(u,v) ) ' (TuxT v ) dudv 
Q 
Si 
ff = - T M x T Y = -N 
I ITuXTyl l 
es decir, N es el vector unitario en la dirección del producto vectorial 
fundamental, entonces, 
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j f F-rTds = | I F • ( - N ) ds = - J f F - N ds = 
F(cx(u, v)) • (Tux Tv) dudv 
Lo cual muestra una expresión más sencilla de esa integral de su-
perficie en términos del producto vectorial fundamental, que resumida 
será: 
Integral de superficie en términos del producto 
vectorial fundamenté, 
II F(f»<u,»))-(T, xT») dudv 
// F • X ds. •I il • • un victor unitario en la dirección y sentido de T, i T,. 
II F(a(u,v))• (TMxT») dudv 
si it es un vector unitario opuesto al vector 
T.xT. 
F ( a ( u , v ) ) ' ( T u x T v ) dudv 
si n es un vector unitario en la dirección y 
F * f fds = / sentido de T„ x Tv, 
F(€X(u, v)) • (Tu x Tv) dudv 
si rtes un vector unitario opuesto al vector 
TU X Ty . 
Esta integral que representa la masa de fluido que pasa a través de 
la superficie i por unidad de tiempo en la dirección del vector fT, es lo 
que enseguida definiremos como integral de superficie sobre i de F. 
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Sea r una superficie con parametrización <x(u, v) diferenciare y 
definida en una región Q del piano-uv, sea n un vector unitario normal 
a la superficie x en el punto <x(u, v) y sea F un campo vectorial (de R 3 
en R 3) definido y acotado sobre x. Llamaremos integral de superficie 
del campo vectorial F sobre x a la integral de superficie del campo 
escalar F • n sobre x, y la simbolizaremos con 
F - n d s nds 
<x(Q) 
En consecuencia en términos del producto vectorial fundamental, si 
p _ T u X T y 
II Tu x Tv II 
// «=-»—-/ / F(<x(u, v)) • (Tu x Tv) dudv 
y si 
P? - T u X T y 
II T u x T y II 
/ / F . l i d . - - / J Fíoíu, v ) ) - (T u xTy) dudv 
Sea T una superficie con parametrización A(U, 
v) diferenciare y definida en una región Q del 
plano-uv, sea n un vector unitario normal a la 
superficie r en el punto a(u, v)ysea Fun campo 
vectorial (de R3 en R3) definido y acotado sobre 
T. Llamaremos integral de superficie del campo 
vectorial Fsobre r ala integral de superficie del 
campo escalar F- N sobre T, y la simbolizaremos 
con 
F-fTds ó I] I F ' fTds 
cx(Q) x 
En consecuencia en términos del producto 
vectorial fundamental, si 
TuxTv 
I I T u x T v II 
I I F-ffd•=// F(<x(u, v)) • (Tu x Ty) dudv 
X Q 
y si 
f* TuxTy 
II TuxTv II 
F(«k(u,v))-(TuxTv) dudv 
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En resumen 
l I F . ( - i î ) d s = - l [ | F - i î d s 
Si para calcular la integral de superficie de un campo 
vectorial F hemos escogido un vector fT. unitario y nor-
mal a T , entonces fT, le da una orientación a la superficie 
y T, se dice superficie orientada por fî. 
Si en ningún instante el vector n , ye/ vector - f î , se 
superponen cuando estemos recorriendo toda la su-
perficie r, la superficie r, se dice orientable y entonces 
la superficie tendrá dos caras. 
FIGURA 4.2 
La cinta de Moebius es una superficie no 
orientable 
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En esta definición se detecta una propiedad de la integral de 
superficie de un campo vectorial muy análoga a la propiedad de 
comportamiento de la integral de línea de un campo vectorial frente á 
un cambio de parametrización (o parámetro) que no conserve el sentido 
de recorrido de la curva. Con to cual la escogencia del vector r?, insinúa 
una orientación de la superficie, para calcular la integral de superficie de 
F. Entonces si para calcular la integral de superficie de un campo 
vectorial F hemos escogido un vector n, unitario y normal a t , entonces 
rí, le da una orientación a la superficie y x, se dice superficie orientada 
por n 
La orientación de la superficie *t, con el vector iT, determina la dis-
tinción entre las dos caras de la superficie, una cara en la cual se apoya 
el vector n, y otra cara en la cual se apoya el vector - n, para el mismo 
punto de la superficie y en todos los puntos de la superficie. Si en ningún 
instante el vector n, y el vector - n, se superponen cuando estemos 
recorriendo toda la superficie r, la superficie t, se dice orientable y 
entonces la superficie tendrá dos caras. 
Existen superficies no orientables, un ejemplo de ellas es la llamada 
Cinta de Moebius que se muestra en la figura 4.2 por cuanto que si 
determinamos una cara sobre la cual se apoya n, y otra cara sobre la 
cual se apoya - ff, y nos desplazamos por toda la superficie en un 
instante en el punto y en la cara sobre el cual estuvo apoyado n resulta 
apoyado - n, y viceversa, o sea los vectores n y - n se superponen 
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Como este concepto de integral de superficie de un campo vectorial 
lo hemos motivado con el concepto de flujo de un fluido de una 
superficie, ilustrémoslo ahora con un ejemplo en el cual para hallar el 
flujo de un fluido, calculemos una integral de superficie de un campo 
vectorial. 
Si un fluido tiene un vector densidad de flujo 
F(x,y, 2) = (x, -2x-y ,2) , 
la superficie x es el hemisferio 
x 2 + y 2 + 2 2 = A 2 conzss0, 
N es el vector unitario normal a la superficie t que apunta hacia 
afuera de t , entonces la masa del fluido que atraviesa a x por unidad 
de tiempo en la dirección de N es 
j j F*N dS 
x 
Para poder calcular la integral de superficie debemos antes averi-
guar si N es el vector unitario en la dirección del producto vectorial 
fundamental o no. 
Una parametrización para x es: 
o(u, v)«(A eos u sen v, A senu sen v, A eos v ) 
para (u, v) en 
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Q = [ 0 , 2 n ] x [ 0 , | ] 
entonces, 
Tu x Tv = ( - A 2 eos u sen 2v,- A2 sen u sen 2M, - A2 sen v eos v) 
Y el vector unitario en la dirección de Tu x Tv es: 
ff = ( - eos u senv,- sen u senv, - eos v) 
= - (eos u senv, sen u senv, cosv ) 
el cual por tener tercera componente negativa apunta hacia adentro 
de T, es decir 
N = - n =—XyJLlv— 
II T u x Tv II 
En consecuencia 
f I F -NdS = f f F- (- n)dS 
• /1 - ñds 
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F(tt(u,v))-(TuxTv)dudv 
Q 
(cos2u sen 3 V - sen 2u sen3 v + sen vcos2v) du dv 
n f 
J 0 
(cos 2u sen 3 v - sen 2u sen 3 v + sen v cos2v) dv 
_2n A 3 
" 3 
du 
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4.5. TEOREMA DE STOKESI 
FIGURA 4.3 
Regla de la Mano Derecha para orientar la frontera 
C de una superficie orientada T 
En esta Sección enunciaremos y explicaremos (no lo demostrare-
mos por cuanto que su demostración requiere conocimientos sobre 
formas diferenciales que no están al alcance de este curso) un teorema 
no muy conocido con esta formulación, por lo cual le hemos dado el 
nombre de Teorema de Stokes I, para diferenciarlo del muy popular 
Teorema de Stokes aplicado ampliamente en Física, y que trataremos 
en otra Sección más adelante. 
En la Sección anterior definimos lo que es una superficie orientada 
y en el Capítulo 0 tratamos el concepto de orientación de una curva. 
Ahora relacionaremos esos dos conceptos en la siguiente forma: 
Sea t una superficie orientada según el vector normal unitario n y 
con frontera la curva C. Como C es la frontera de T , C recibe de la 
orientación de r una orientación según la llamada regla de la mano 
derecha, así: si el dedo pulgar de la mano derecha sigue la dirección 
y el sentido de rT, con la mano cerrada, los otros dedos indicarán la 
orientación para C que hemos denominado recibida de la orientación de 
i . La figura 4.3 ilustra esta regla de la mano derecha. La curva C con 
esa orientación recibida de T la llamaremos Curva Frontera Orientada 
de T. 
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Para abreviar la escritura y esquematizar los conceptos daremos las 
siguientes definiciones: 
Sea r una superficie orientada. Llamaremos dx ala Curva 
Frontera Orientada de r. 
Sea Sun sólido cerrado y acotado de R3. Llamaremos dS a 
la superficie orientada que es frontera de S, con el vector f? que 
apunta hacia afuera de $ 
Sea F un campo vectorial de R 3 en R 3 definido sobre el sólido 
S de R 3 Notaremos con dF a la divergencia de F, es decir, 
dF s V*P 
Sea F un campo vectorial de R 3 en R 3 definido sobre una 
superficie t de R3 Notaremos con dFal rotacional de F, es decir, 
dF a VxF 
El enunciado del Teorema de Stokes I es: 
Si M es un sólido cerrado y acotado de R3 o una superficie 
orientada de R9y Fes un campo vectorial continuo y diferenciable 
en todo M, entonces 
í d F * í F 
I M i d M 
Sea r una superficie orientada Llamaremos 
ÓX aia Curva Frontera Orientada de t 
Sea S un sólido cerrado y acotado de R 3 
Llamaremos ^S a la superficie orientada que 
es frontera de $ con el vector n que apunta hada 
afuera de $. 
Sea F un campo vectorial de R 3 en R 3 
efinido sobre el sólido SdeR3 Notaremos con 
dF a la divergencia de F, es decir, 
dF» 
Sea F un campo vectorial de R 3 en R 3 
defi ido sobre una superficie r deR3 Notare-
mos con dF al rotacional de F, es decir, 
d F * V x F 
El enunciado del Teorema de Stokes I es: 
Si M es un sólido c rrado y acotado deR'o 
una superficie orientada deR* y Fes un campo 
vectorial continuo y diferenciable en todo M¡ en-
tonces 
I d F a l F 
JM JÓ M 
2(B 
Al símbolo de integral se le dará el significado adecuado según si M 
es un sólido (integral triple) siendo dM una superficie (integral de su-
perficie) o si M es una superficie (integral de superficie) siendo dM una 
curva (integral de línea). 
Como se ve, el enunciado de este Teorema es muy sencillo y fácil de 
retener, por lo cual tiene un gran valor pedagógico por la simplicidad de 
los símbolos y como veremos en adelante recoge una inmensa infor-
mación teórica. 
Por otra parte, este Teorema establece una fuerte relación entre los 
conceptos de integral de línea, integral doble, integral triple e integral de 
superficie correlacionados también con los conceptos de rotacional y 
divergencia de un campo vectorial. 
En las dos Secciones siguientes nos dedicaremos a estudiar casos 
particulares de este Teorema de Stokes I, cuando M es un sólido de R3 
(Teorema de Gauss o de la Divergencia), o cuando M es una superficie 
(Teorema de Stokes II) o M es una región plana (Teorema de Green). 
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4.6. TEOREMA DE GAUSS 
O DE LA DIVERGENCIA 
Si en el Teorema de Stokes I, M es un sólido cerrado y acotado, 
entonces dM es la superficie frontera de M orientada con un vector 
normal unitario íí que apunta hacia afuera de S, dF es la divergencia de 
F, la integral de la izquierda es una integral triple y la integral de la 
derecha es una integral de superficie. Entonces el Teorema de Stokes 
/, tendrá la siguiente versión: 
Si M es un sólido cerrado y acotado de R3 y Fes un campo 
vectorial continuo y diferenciable en todo M, entonces 
I f f * ' F d x d y d * = | | F - f f d S 
M T 
donde r es la superficie orientada frontera de M. 
Esta versión del Teorema de Stokes I se conoce como Teorema 
de Gauss o de la Divergencia. 
Se puede aplicar este Teorema para calcular en forma rápida 
algunas integrales de superficie, calculando en su lugar una integral 
triple. 
Si M es un sólido cerrado y acotado de R3 y 
Fes un campo vectorial continuo y diferenciable 
en todo M, entonces 
j I ¡V.Fdxdydz = f J f.„d8 
M x 
donde r es la superficie orientada frontera 
de M 
Esta versión del Teorema de Stokes I se 
conoce como Teorema de Gauss o de la Diver-
gencia. 
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Por ejemplo, para calcular la integral de superficie 
l i - dS 
para 
F(X, Y, Z) = (X 3, Y 3, Z 3) ; 
T la superficie esférica: 
X 2 + Y 2 + Z 2 = A2 , A > 0 
Y N es el vector unitario normal a T que apunta hacia afuera, utili-
zamos el Teorema de Gauss y en su lugar calculamos la integral triple 
V- F d x d y d z 
M 
para M la esfera 
X 2 + Y 2 + Z 2 s A 2 
V- F = 3 ( X 2 + Y 2 + Z2). 
Por la geometría de M y la forma de v * F , para calcular esa integral 
triple conviene hacer cambio de variable a coordenadas esféricas así: 
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X = P eos 6 sen $ 
Y = p sen 8 sen • 
Z = P eos 4» 
con 
Os p s A ; 0 s 6 ¡s 2n ; 0 ¡s n ;l J(p, 0, =: p 2 sen O 
Entonces 
l l l V - F d X d Y d Z = 3 f f j (X2 + Y 2 + Z ^ dX dY dZ 
M M 
rA [TI I r2ñ 
= 3 p 
Jo /o \Jo 
4 sen $ d© d4> dp 
/•A /-n I r2n 
= 3 I p 4 í sen j d 8 | d4> 
/o [yo Uo 
= 6 n f p< f 
/o /o 
dp 
sen $ dO dp 
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í P 4 dp 
Jo 
r I sen O d $ 
yo 
= 12n A i 
5 
Si el lector desea, puede calcular la integral de superficie propuesta 
para verificar el Teorema y comprobar que la aplicación del Teorema en 
verdad facilita los cálculos (ejercicio N° 9). Además podrá constatar que 
el vector n debe ser el unitario en la dirección del producto vectorial 
fundamental Tu x Tv cuando se parametriza x, así: 
X = A eos u eos v 
Y = A sen u eos v 
Z =A sen v 
con 
n n 
0 s u s 2 n y " 2 * 2 
(A, u, v) son las coordenadas geográficas de (x, y, z). 
- 6n f Jo sen $ d $ 
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Otra versión del Teorema de Stokes I, se tiene cuando M es una 
superficie orientada de R3, caso en el cual es la curva frontera 
orientada de M y dF es el rotacional de F 
La integral de la izquierda es una integral de superficie y la integral 
de la derecha es una integral de línea, en el Teorema de Stokes I y su 
enunciado se puede expresar así: 
Si Mes una superficie orientada de R3 y Fes un campo vectorial 
continuo y diferenciable en todo M, entonces 
•L (Vx F) • ÜdS = | F-d<x M 
donde C es la curva orientada frontera de M 
Cambiando a la notación que hemos venido utilizando esta versión 
del Teorema de Stokes I, que llamaremos Teorema de Stokes II y que 
popularmente se conoce simplemente como Teorema de Stokes, es 
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TEOREMA DE STOKES 
Si M es una superficie orientada de R3yFes 
un campo vectorial continuo y diferenciable en 
todo M, entonces 
| f ( V x F ) - n d S = £    •  I F - d a 
M 
donde C es la curva orientada frontera de M 
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Si T es una superficie orientada de R3 y Fes 
un campo vectorial continuo y diferenciare en 
toda * entonces 
f f ( V x F ) - f í d S = I F - d a 
donde C es la curva orientada frontera de T. 
Si r es una superficie orientada de R3yFes un campo vectorial 
continuo y diferenciare en toda r, entonces 
II (VxF) • fTdS = | F ' d a • í 
donde C es la curva orientada frontera de r. 
El Teorema de Stokes II, tiene la utilidad (aparte de otras que tenga 
en Física e Ingeniería) de proporcionar una forma de calcular una 
integral de línea por intermedio de una integral de superficie o viceversa 
cuando las dificultades de la una se pueden salvar con la otra. 
Por ejemplo, para calcular la integral de línea del campo vectorial 
F(X, Y, Z) = (Y, Z, X) 
a lo largo de la circunferencia C intersección de la esfera 
X 2 + Y 2 + Z 2 = A 2 
con el plano X + Z = 0 
recorrida en sentido antihorario vista desde el semieje Z positivo, 
utilizamos el Teorema de Stokes II y en su lugar calculamos la integral 
de superficie 
II ( V x F ) - i í d S 
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donde T es la región del plano X + Z = 0 que está dentro de la esfera 
X 2 + Y 2 + Z 2 = A 2 . 
Para recorrer la curva C en sentido antihorario vista desde el eje Z 
positivo, el vector unitario i? normal al plano es evidentemente 
r U f d . 0 , 1 ) 
1 i k 
a a a 
ax ay az 
Y z X 
El conjunto de puntos (X, Y) para los cuales los valores de Z son iguales 
para el plano y la esfera, es la proyección de la superficie x sobre el 
plano-XY. 
Esa proyección de x en el plano-XY, es entonces 
{(X, Y) I X 2 + Y 2 + Z 2 s A 2 con Z = - X/ 
= {(X, Y) 12X 2 + Y 2 s A 2 ) 
y podemos parametrizar la superficie T así: 
X r ^ U C O S V 
2 
con 
Resultando: 
Y = u sen v 
Z = - ^ u c o s v 2 
0 £ u £ A y 0 <; v ¡s 2n 
Tu = j ^ c o s v , sen v, - ^ c o s v 
T v = ( - ^ u s e n v , u c o s v , ^ u s e n v 
V 2 2 
T u x T v = ( ^ u , 0 , ^ u ) 
IITuxTvll = u Q = [0, A] x [0, 2n] 
Ya tenemos todos los elementos para calcular la integral de super-
ficie. Así que 
(VxF) • ñdS = j I - d . l . D ' f (1.0,1)ududv 
T Q 
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(1,1,1)' (1,0,1) ududv 
Va- lí du dv 
fA > 
- V2 u dv du 
lo Jo \ 
= - VSTRT A 2 
Con el propósito de verificar el Teorema, el lector puede calcular la 
integral de línea propuesta (Ejercicio N° 10). 
Un caso particular del Teorema de Stokes II, es el Teorema de Green, 
caso que se presenta cuando i es una región cerrada y acotada del 
plano-xy orientada por el vector fí = k. 
Veamos que en efecto este caso corresponde en realidad al Teorema 
de Green. 
Si el campo vectorial es 
F ( X , Y , Z ) = (P (X , Y , Z) , Q ( X , Y , Z), R(X , Y , Z ) ) 
entonces 
Parametricemos a i de la siguiente forma: 
í (X, Y) = (X, Y, 0), con (X, Y) en T, 
T x = í ; T y = í ; T x X T y = í X f = k 
La integral de la izquierda del Teorema de Stokes II es 
II k II dX dY í í í í I J ( Vx F) • ñdS = I I \ax dYj 
- I I 
T 
La integral de la derecha del Teorema de Stokes II es 
| F • d a = j (P, Q, R) • (dX, dY, 0) 
• i 
P dX + Q dY, 
Para la parametrización a de la curva C, dada por: (recorriendo a C 
en sentido antihorario vista desde el eje Z positivo) 
tt(t) - (€Xi(t), Ofe(t), 0), de donde 
a' ( t ) = (aj(t), a¿(t), 0), y 
a' ( t ) dt - (o^ (t) dt, a¿(t) dt, 0) 
= (dX, dY, 0) 
Como por el Teorema de Stokes II 
( V x F ) ' f f dS = J F ' d a í 
entonces 
resultado conocido como Teorema de Green y que ya demostramos 
en el Capítulo 3, Sección 3.12, e ilustramos con dos ejemplos. 
4.8. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DE 
SUPERFICIE 
Si una lámina no necesariamente plana tiene 
la forma de la superficie t de FP y tiene densidad 
6(x, y, z) en el punto (x, y, z) de x , entonces: 
1. El centro de una masa 
( x ' Y ' z ) 
de la lámina tiene coordenadas: 
- t U x 6(x, y, z) dS 
• t i l 
X 
•til 
y 6(x, y, z) dS 
z 6(x, y, z) dS 
En las Secciones anteriores ya señalamos algunas aplicaciones de 
las integrales de superficie: cálculo del área de una superficie (Sección 
4.2), masa de una superficie (Sección 4.3), flujo de un fluido a través de 
una superficie (Sección 4.4), cálculo de integrales triples (Sección 4.6) 
e integrales de línea (Sección 4.7). En esta Sección trataremos otras 
aplicaciones y que son muy similares a las aplicaciones que ya 
señalamos de integrales de línea e integrales múltiples. 
Si una lámina no necesariamente plana tiene la forma de la superficie 
x de R3 y tiene densidad 6(x, y, z) en el punto (x, y, z) de x , entonces: 
1. El centro de una masa 
(x. y. z) 
de la lámina tiene coordenadas: 
- t i l x 6(x, y, z) dS 
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• i l i y 6(x, y, z) dS 
• i l i z 6{x, y, z) dS 
2. El momento de inercia IL de la lámina con respecto a una recta L 
es: 
donde d(x, y, z) es la distancia del punto (x, y, z) de T a la recta L. 
En Física y en Ingeniería existen muchas más aplicaciones de la 
integral de superficie. 
Como ejemplo calculemos el momento de inercia de una lámina 
homogénea de cartón con la forma de un cilindro circular recto T de radio 
A y altura A (sin tapas), con respecto a una recta L que atraviesa dia-
metralmente la base circular. 
Por comodidad coloquemos el cilindro en un sistema coordenado 
para R3-xyz de tal forma que su ecuación sea 
x2 + y2 = A2 , OsSZáA 
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y tomemos como la recta L al eje x. Como dijimos que la lámina es 
homogénea, entonces la densidad es constante. 
Hagamos 
A T la podemos parametrizar así: 
o ( u , v) = ( A c o s u, A sen u, v), c o n ( u , v ) e n [0, 2n ]x [0 ,A ] 
T u = (- A sen u, A eos u, 0) 
T v = ( 0 , 0, 1) 
T u x T v = (A eos u, -A sen u, 0) 
II T u x Tv II = A Q = [0, 2TT]X [0, A] 
6 ( x , y , z ) = k 
x 
Así 
Q 
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Jf sen 2 u du dv + A k V2 du dv 
IA 
,2n 
(A 
I sen 2 u dv du + A k V2 dv du 
JO Jo Jo 
sen2 u Í dv du + A k f Jo du 
Jp2n r2n 
s e n 2 u d u + k A l j du 3 Je 
0 
r 2 n 4 
= A 4 k I sen 2 u du + 2n A - k r 
= n A 4 k +2n A l k 
3 
= ¿ H - A 4 k 
3 
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4.9 EJERCICIOS 
1. Sea Q la superficie del sólido S limitado por el cilindro x ^ y M y los 
planos z=0; z=1. Sea F(x,y,z)=(x2, xy, z). Calcule la integral de su-
perficie 
(P»N)DS 
(O) 
(El vector napunta hacia el exterior del sólido S). 
2. Sea C el borde de la porción del primer octante del plano x+y+z=4 
comprendida entre los cilindros x2+y2=1 ; x2+y2=4, recorrida en sentido 
antihorario vista desde el punto (10, 10, 10). Calcule 
x2 dx+xydy+zdz í 
3. Sea S la porción de la superficie z-x2que está dentro del cilindro 
x2+y2=a2. Sea C el borde de S. Calcule 
xyz dx+ydy+zdz 
4. Sea Q la superficie del sólido K limitado qçr los planos x=0; y=0; 
y=4; z=0; z=4--x. Sea F(x,y,z)=(xyz, y, z). Sea n un vector normal a Q 
que apunta hacia el exterior de K. Calcule 
(p»n)dS 
5. Sea C la curva intersección de las dos superficies x2+y2-x-z+1 /4=0; 
x+z=17/4. Calcule 
(4x+z)dx+(2x2+6y)dy+2zdz 
Si C se recorre en sentido antihorario vista desde el punto (20, 0, 20). 
6. Dada la superficie S constituida por la semiesfera 
el círculo x2+y2sa2del plano z=0; el campo vectorial F(x,y,z)=(xz2,x2y-
z3,2xy+y2z); n el vector normal unitario a la superficie S que apunta hacia 
el exterior del sólido encerrado por S. Encuentre una forma rápida para 
calcular la integral de superficie 
4 
J (p»n)dS 
(S) 
7. Calcule la masa de la superficie lateral del cono z=Vx2+y2(con 
Oszísa), si la densidad en cada punto es igual a la coordenada z del 
punto. 
8. Calcule el centroide de la superficie lateral homogénea del cono 
z= Vx2+y2(con Oszsa). 
9. Calcule la integral de superficie propuesta en la página N° 206. 
10. Calcule la integral de línea propuesta en la página N° 210. 
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